
QM 复习总结 

一、QM 起源（推导不要求） 

1. 黑体辐射： 

特点：1. 完全吸收所有入射的电磁辐射，无论辐射的波长如何。2. 热平衡时会特

点发射辐射，且取决于黑体温度，与材料无关。 

 

2. 维恩定律： 

黑体辐射的频谱分布随温度的变化情况。𝜆𝑚𝑎𝑥为辐射强度最大的波长。 

该定律表明，温度越高，黑体辐射的峰值波长越短，黑体辐射的光谱向短波方向移

动。 

𝜆𝑚𝑎𝑥𝑇 =  𝑏 

 

3. Stefan-Boltzmann law: 

黑体单位面积的总辐射功率与其绝对温度的四次方成正比关系。 

该定律表明，黑体的总辐射功率随着温度的升高而急剧增加。 

𝑃 = 𝜎𝑇4 

 

4. 光电效应： 

当光照射到金属或其他物质表面时，表面电子吸收光能被释放出来的现象。 

特点：1. 临界频率，2. 验证了光的粒子性 

验证光的粒子性：还有 compton 散射效应 

验证光的波动性：干涉、衍射 

 

5. 波尔的定态假设： 

（1 定态轨道假设：电子只在离散的轨道上绕行，轨道对应量子化的能量状态。电

子在这些轨道上运动但不发射电磁辐射，称为“定态”。 

（2 能量跃迁假设：电子从一个定态跃迁到另一个定态时，原子吸收或发射光子，

其能量等于两个定态的能量差。 

 

6. 索末菲量子化条件： 

𝑝为电子动量，𝑞为轨道半径。 

∮𝑝𝑑𝑞 = 𝑛ℎ, 𝑛 = 1,2,3,… 

1-5 题： 

从经典和量子化两个方向入手进行推导𝑟和𝑣的表达，进而代回𝐸𝑛表达，计算∆𝐸，在

𝑛较大的条件下进行省略高阶项，发现经典和量子化下∆𝐸相同。 

1-6 题： 

将势肼宽度条件带入索末菲条件，得到𝑝量子化表达，代入𝐸𝑛和𝜆。 

 

 

 

 

 

 



7. 德布罗意： 

𝜆 =
ℎ

𝑝
 

记忆ℎ ≃ 6.626 × 10−34 ℐ ∙ 𝓈 

通过德布罗意关系和普朗克常数ℎ 计算电子波长，给出𝐸(𝑒𝑉) 要要化化为ℐ(1 𝑒𝑉 =

1.6 × 10−19 ℐ) 

电子的波动性和粒子性在量子化和经典的条件下的区别和联系： 

粒子性：有无确定的轨迹（量子化下是概率） 

波动性：是概率与“传播”；都能干涉（都具有相干叠加性） 

 

 

二、波函数与薛定谔方程 

1. 波函数的含义： 

𝜓(𝑟, 𝑡) 表示物体在 t时刻，𝑟处状态的波函数。为复数（不可测量） 

|𝜓(𝑟, 𝑡)|2 表示物体在𝑟处出现的概率密度。有物理意义 

 

2-1 题： 

注意用概率密度的形式（平方）来计算概率，以及计算期望值时的表达式 

 

2. 算符𝑟, 𝑝, 𝐻̂： 

如果是𝑟或者𝑓(𝑟)形式，可以直接套用期望公式。 

如果是𝑝  虽然可以从ℏ𝑘⃗⃗ 𝜓 = −𝑖ℏ ∇𝜓 得到𝑝 = −𝑖ℏ ∇  但在证明中不能直接得到，而

是通过𝜓 = ∑ 𝑎𝑘𝜓𝑘𝑘  开形形式得到〈𝑝〉 = ∑ 𝑎𝑘
∗ (ℏ𝑘⃗⃗)𝑎𝑘𝑘  ，进而推导得出似 𝑓(𝑟) 形式

的期望式子，则可以得到在𝜓形式下直接获得的𝑝 = −𝑖ℏ ∇算符形式。 

原因是直接得到的式子源于𝜓是较为简单的形式（如只含单调的波矢𝑘⃗⃗）。也就是说

对于含单调波矢𝑘⃗⃗的基矢𝜓𝑘我们通常有ℏ𝑘⃗⃗ 𝜓𝑘 = −𝑖ℏ ∇𝜓𝑘，但对于复杂（一般）的𝜓

则不一定存在这种形式。 

𝐻̂ = 𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑡
 源于含时薛定谔方程。要注意的是𝐻̂不一定与𝐸或者𝑇等价 （情况可以考 

经典力学中的详细解释）。𝑇 =
𝑝2

2𝑚
可得到𝑇 = −

ℏ2

2𝑚
∇2 算符形式，但𝑉形态各异，要

要结合具体问题分析 （一般是𝑓(𝑟)的形式，所以求期望可以直接套用公式） 𝐸 = 𝑇 +

𝑉 =
𝑝2

2𝑚
+ 𝑉(𝑟) = −

ℏ2

2𝑚
∇2 + 𝑉(𝑟)。 

𝐿̂ = 𝑟 × 𝑝 = −𝑖ℏ𝑟 × ∇。 

 

2-2 题： 

记忆高斯积分以及变型 （分积积分公式），记忆薛定谔方程形式(一般一维𝑥就够了)。 

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝜓(𝑥, 𝑡) = [−

ℏ2

2𝑚

𝜕2

𝜕𝑥2
+ 𝑉(𝑥)]𝜓(𝑥, 𝑡) 

∫ 𝑒−𝑎𝑥
2
𝑑𝑥

∞

−∞

= √
𝜋

𝑎
 

∫ 𝑥2𝑒−𝑎𝑥
2
𝑑𝑥

∞

−∞

=
1

2𝑎
√
𝜋

𝑎
 



2-3 题： 

写出两个薛定谔方程（一维即可），注意复共轭要要多取负号。最后积分时技巧性操

作提出导函数，利用全导数积分和束缚态条件得到结果。 

2-4 题： 

注意当只通过𝑡 = 0得到的〈𝑥〉不能直接由〈𝑝〉 = 𝑚
𝑑〈𝑥〉

𝑑𝑡
得到，只能使用〈𝑝〉定义式得到。 

 

3. 对易关系： 

[𝐴, 𝐵] = [𝐴, 𝐵]− = 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 

 

 

2-5 题： 

若有[𝑞, 𝑝] = 𝑖ℏ则要要知道𝑝 = −𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑞
，多 虑对易关系的化换。 

2-6 题： 

一种新定义的运算形式：[𝐴, 𝐵]+ = 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 

2-7 题： 

重点在于一个递推得到的结论：[𝑝, 𝑥𝑚] = −𝑚𝑖ℏ𝑥𝑚−1和[𝑥, 𝑝𝑛] = 𝑛𝑖ℏ𝑝𝑛−1 

然后应用在“整函数”。 

 

4. 几率流密度： 

直接在薛定谔方程和其共轭式同时分别左乘𝜓∗和𝜓，然后两式相加，变形整合后就

能得到。 

𝐽 =
𝑖ℏ

2𝑚
(𝜓∇𝜓∗ −𝜓∗∇𝜓) 

 

5. 
𝜕

𝜕𝑥
和

𝜕2

𝜕𝑥2
的厄米性（虽然提了一嘴，但是我觉得 察的概率不大，大概11.4514%）： 

𝜕

𝜕𝑥
是反厄米：

𝜕

𝜕𝑥
= −(

𝜕

𝜕𝑥
)
†

，通过微分（导函数）的定义式和𝑛项差分得到𝑛个微分式

子 （隔 1,2,… , 𝑛个∆𝑥），通过矩阵的方式整合起来，发现变换矩阵是一个三对角反

对称矩阵，求共轭化置（厄米）后发现与原来只差一个负号，于是反厄米。 

𝜕2

𝜕𝑥2
是厄米：

𝜕2

𝜕𝑥2
= (

𝜕2

𝜕𝑥2
)
†

 通过厄米的积分定义，〈𝑢,
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑣〉，正向使用一次分布积分，

然后利用
𝜕

𝜕𝑥
反厄米（即交换次序后只变正负号即可）变换一次，再反向一次分布积

分即可得到〈𝑢,
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑣〉 = 〈

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑢, 𝑣〉，符合厄米的定义。 

 

 

三、定态薛定谔方程（记忆即可） 

定态波函数形式： 

𝜓𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝜙𝑛(𝑥)𝑒
−𝑖𝐸𝑛𝑡/ℏ 

 



四、谐振子(唏嘘不已)（不 自由粒子） 

1. 升降算符𝑎和𝑎†： 

其实不是很好记忆：𝑎 = √
𝑚𝑤

2ℏ
(𝑥 +

𝑖𝑝

𝑚𝑤
)和𝑎† = √

𝑚𝑤

2ℏ
(𝑥 −

𝑖𝑝

𝑚𝑤
) 

因为还有𝑥和𝑝的表达：𝑥 = √
ℏ

2𝑚𝑤
(𝑎 + 𝑎†)和𝑝 = 𝑖√

2𝑚𝑤

ℏ
(𝑎 − 𝑎†) 

一般我们要把√
ℏ

2𝑚𝑤
= 𝐶 作为一个代换（仅仅为了方 ，因为𝑥 的表达频频使使用） 

简单解释一下：|𝑛⟩这个东西就只是表示对应量子态的能级而已 

首先我们有𝐻̂𝜓 = 𝐸𝜓这个东西，就是指𝐻̂|𝑛⟩ = 𝐸𝑛|𝑛⟩，相当于是说用𝐻̂（哈密顿算

符）作用在第𝑛能级上等价于去获得第𝑛能级的能量。 

根据𝑎和𝑎†的定义，我们把𝐻̂化化成了用𝑎和𝑎†表达的形式，即𝐻̂ =  ℏ𝑤(𝑎†𝑎 +
1

2
)，

所以说有ℏ𝑤(𝑎†𝑎 +
1

2
)𝜓 = 𝐸𝜓，然后根据一个重要断言（在我看来就是猜测的）： 

𝐻̂(𝑎†𝜓) = (𝐸 + ℏ𝑤)(𝑎†𝜓)，可以将𝐻̂ =  ℏ𝑤(𝑎†𝑎 +
1

2
)代入左侧，然后发现把𝑎†提出

到左侧后，括号中剩下的积分可以运用[𝑎, 𝑎†] = 1化换一下，会多出一个1 （括号 

就是ℏ𝑤），所以啥意思呢，就是把𝐸变成了𝐸 + ℏ𝑤，于是你就知道了为什么𝑎†叫升

算符了，因为它把𝜓能级的能量算子𝐸变成了𝐸 + ℏ𝑤(高一个能级)，同时对应的𝜓能

级变成了𝑎†𝜓，这是什么？就是相当于𝑎†|𝑛⟩，例如𝜓0 = |0⟩，𝑎
†|0⟩ = 𝑎†𝜓0 = 𝜓1 =

|1⟩，相应的𝑎就是降算符，只是说有个最低限制即𝑎|0⟩ = 0，因为最低就是0态了。 

有意思的一点是：我们有ℏ𝑤(𝑎†𝑎 +
1

2
)𝜓 = 𝐸𝜓，但我们特别地研究𝜓0态，即 

ℏ𝑤(𝑎†𝑎 +
1

2
)𝜓0 = 𝐸𝜓0，不要忘了我们有𝑎|0⟩ = 0即𝑎𝜓0 = 0，于是左侧只剩下 

1

2
ℏ𝑤，于是我们有

1

2
ℏ𝑤𝜓0 = 𝐸𝜓0。𝐶𝑟𝑎𝑧𝑦𝑆ℎ𝑖𝑡！！！我们得出了𝐸 =

1

2
ℏ𝑤，这就是谐振

子的基态能量。我们想起来𝐸 + ℏ𝑤表示的是高一个能级，依次递推有 

𝐸𝑛 = (𝑛 +
1

2
)ℏ𝑤，这样一来我们就可以直接得到|𝑛⟩态的能量了，即𝐸𝑛|𝑛⟩。 

回顾一下这一切，居然是从一个简单的“量子化”谐振子系统中分析出来的，难道

这一切真的不是谎言吗？唏嘘不已。 

 

2. 势肼中的边界条件： 

实际就是对计算得到的能级式取一个𝑛的奇偶性条件。 

 

3. 𝑎|𝑛⟩ = √𝑛|𝑛 − 1⟩和𝑎†|𝑛⟩ = √𝑛 + 1|𝑛 + 1⟩： 

利用粒子数算符𝑁 = 𝑎†𝑎，𝑁|𝑛⟩ = 𝑛|𝑛⟩，假设𝑎†|𝑛⟩ = 𝑐𝑛|𝑛 + 1⟩，利用[𝑎, 𝑎
†] = 1化

换𝑁 = 𝑎†𝑎，再利用厄米共轭式⟨𝑛|𝑎 = ⟨𝑛 + 1|𝑐𝑛
∗，构造出⟨𝑛|𝑎𝑎†|𝑛⟩ = ⟨𝑛|1 + 𝑎†𝑎|𝑛⟩，

于是计算得到𝑐𝑛 = √𝑛 + 1。同理设𝑎|𝑛⟩ = 𝑑𝑛|𝑛 − 1⟩，得到𝑑𝑛 = √𝑛。 

至于[𝑎, 𝑎†] = 1的证明，直接把表达式代入计算即可，会利用到[𝑥, 𝑝] = 𝑖ℏ。 

 

4. 一维散射问题：（不 计算） 



量子隧穿效应是 像电子等微观粒子能够穿入或穿越位势垒的量子行为，尽管位势

垒的高度大于粒子的总能量。 

投射系数是 入射粒子中能透射的粒子所占比例 数学表达是透射波振幅平方与入

射波振幅平方的比值 

反射系数是 入射粒子中被反射的粒子所占比例 数学表达是反射波振幅平方与入

射波振幅平方的比值 

 

五、表象和共同本征态： 

1. 基、空隔（看看题就懂了） 

 

2. 共同本征态： 

先随 了解一些概念：[𝐿𝑥, 𝐿𝑦] = 𝑖ℏ𝐿𝑧 …(轮换) 

[𝐿2, 𝐿𝑥] = 0 …(轮换)，所以𝐿
2和各分量是相容的，我们期望找到𝐿2和𝐿𝑧的共同本征

态： 

假设一套阶梯算符（似 𝑎, 𝑎†） 𝐿± ≡ 𝐿𝑥 ± 𝑖𝐿𝑦， 

我们接下来有两个重要结果：设𝐿2𝑓 = 𝜆𝑓，𝐿𝑧𝑓 = 𝜇𝑓 

1） 𝐿2(𝐿±𝑓) = 𝜆(𝐿±𝑓)，由[𝐿
2, 𝐿±] = 0证明得到。这是什么意思呢，就是我们对某个

确定的态𝑓进行升降变换为其他态（高或低）后，发现都在同一个本征值𝜆下，

也就是说升降态𝑓后，这种变换不会脱离当前总角动量的体系。 

2） 𝐿𝑧(𝐿±𝑓) = (𝜇 ± ℏ)(𝐿±𝑓)，由[𝐿𝑧, 𝐿±] = ±𝐿±证明得到。这个意义频直观，就是将

确定的态𝑓进行升降变换后，𝐿𝑧角动量相应升降一个ℏ。 

我们 虑应该有一个最高的态𝑓𝑡𝑜𝑝，设其𝐿𝑧对应的本征值是ℏ𝑙(这里直接设为𝑙，只是

为了直观而已，把𝑙理解为一个跟𝜆相关的常数即可)。 

我们计算𝐿2(𝑓𝑡𝑜𝑝) = ℏ
2𝑙(𝑙 + 1)𝑓𝑡𝑜𝑝，这是什么意思呢，就是指最高态𝑓𝑡𝑜𝑝对应总角动

量的本征值是ℏ2𝑙(𝑙 + 1)这样一个常数，并且这个这个常数显然只跟𝑙值相关。我们

可以试想用𝐿±作用在𝑓𝑡𝑜𝑝 （当然显然只能用𝐿−）后，𝐿𝑧对应的本征值显然会改变（降

低一个ℏ），但是对应的𝐿2的本征值全然不改变，因为只和𝑙这个常数相关。这一点与

上述的第一个重要结果息息相关，意味着𝐿±升降算符不会将态𝐿±𝑓脱离当前的总角

动量体系。 

相应我们可以求最低态𝑓𝑏𝑜𝑡𝑡𝑜𝑚对应的最低本征值， 

𝐿−𝑓𝑏𝑜𝑡𝑡𝑜𝑚 = 0，𝐿2(𝑓𝑏𝑜𝑡𝑡𝑜𝑚) = ℏ
2𝑙(𝑙 − 1)𝑓𝑏𝑜𝑡𝑡𝑜𝑚 

而据我们回忆，不管是最高态𝑓𝑡𝑜𝑝还是最低态𝑓𝑏𝑜𝑡𝑡𝑜𝑚，亦或是其隔任一态𝑓 （不脱离

体系，即可以通过升降算符𝐿±得到），我们对应𝐿
2的本征值都不会变，所以自然得

到：ℏ2𝑙(𝑙 + 1) = ℏ2𝑙(𝑙 − 1)，并且我们知道𝑙 > 𝑙，得到𝑙 = −𝑙。 

那么我们就能通过𝑙这个既与总角动量相关，又与𝐿𝑧的最大最小态对应的本征值相关

的常数，直接规范一下在这个体系中所有态对应𝐿𝑧的本征值。对于𝐿𝑧，由于每次通

过升降得到的态只是改变1个ℏ，自然我们定义其本征值为𝑚ℏ，其中𝑚是整数，所以

有𝑚 = −𝑙,−𝑙 + 1,… , 𝑙 − 1, 𝑙，同时我们要注意，通过𝑁 （整数个）升算符后，可以从

最低态𝑓𝑏𝑜𝑡𝑡𝑜𝑚到达最高态𝑓𝑡𝑜𝑝，所以𝑙 = −𝑙 + 𝑁，所以𝑙 = 𝑁/2，意味着 

𝑙 = 0,
1

2
, 1,

3

2
, …，至此我们得到了𝑙和𝑚的取值。 

我们讨论完了本征值，而对应的本征函数是什么呢，其实就是球谐函数𝑌𝑙
𝑚 

 

3. 求解共同本征态问题或者可以称作求力学量的矩阵表示以及本征值问题： 



（看题即可，就是使用𝐿±表示出𝐿𝑥或者𝐿𝑦，进而计算矩阵元，构造出的矩阵求本征

值和本征函数的问题）。 

 

六、零零碎碎 

1. 哈密顿矩阵的含时演化（即根据已知哈密顿矩阵形式和初态，求𝑡时刻的态）： 

6-2 题： 

我们知道随时演化的波函数𝜓(𝑡) = 𝑒−
𝑖

ℏ
𝐻𝑡𝜓(0)，哈密顿矩阵形式复杂，难以给出解

析式，但是如果矩阵形式是对角阵，那么就能进一步简化（下面会解释为什么）。 

首先要要引入一个基础概念：对可对角化的哈密顿矩阵𝐻进行本征分解  

𝐻 = 𝑉Λ𝑉−1，这样一来Λ表示的是一个由本征值构成的对角阵，可以在指数函数作

用下进一步简化。对于𝑉表示的是所有本征值的本征矢矩阵，它一般而言不是对角

阵，但是由于指数函数 

𝑒𝑉Λ𝑉
−1
= ∑

(𝑉Λ𝑉−1)𝑛

𝑛!
∞
𝑛=0 = ∑

𝑉Λ𝑛𝑉−1

𝑛!
∞
𝑛=0 = 𝑉 (∑

Λ𝑛

𝑛!
∞
𝑛=0 ) 𝑉−1 = 𝑉𝑒Λ𝑉−1，我们发现整个

式子依然可以被简化。𝜓(0)可以用𝑉来线性表示。 

所以我们整个问题简化为了解哈密顿矩阵的本征值和本征矢的问题，再代入随时演

化的波函数的简化后式子即可求解问题。 

 

七、自旋： 

1. 泡利矩阵：(记忆) 

𝜎𝑥 = (
0 1
1 0

) , 𝜎𝑦 = (
0 −𝑖
𝑖 0

) , 𝜎𝑧 = (
1 0
0 −1

) 

对易关系： 

𝑆𝑥 =
ℏ

2
𝜎𝑥, 𝑆𝑦 =

ℏ

2
𝜎𝑦 , 𝑆𝑧 =

ℏ

2
𝜎𝑧 

[𝑆𝑥, 𝑆𝑦] = 𝑖ℏ𝑆𝑧, …轮换 

𝑆𝑥和𝑆𝑦在𝑆𝑧表象下的矩阵表达： 

𝑆𝑥 =
𝑆+ + 𝑆−
2

, 𝑆𝑦 =
𝑆+ − 𝑆−
2𝑖

 

𝑆±|𝑠 𝑚⟩ = ℏ√𝑠(𝑠 + 1) −𝑚(𝑚 ± 1) |𝑠 𝑚 ± 1⟩ 

直观来看例如：𝑆+𝜒− = ℏ𝜒+, 𝑆−𝜒+ = ℏ𝜒−, 𝑆+𝜒+ = 𝑆−𝜒− = 0（𝑙 =
1

2
时） 

上述关系是用来递推构造𝑆+和𝑆−，|𝑠 𝑚⟩表示𝑆𝑧的态（本征矢） 

例如𝑙 =
1

2
时，有两个态：|↑⟩ ∶= |

1

2
 
1

2
⟩ = (

1
0
) , |↓⟩ ∶= |

1

2
 (−

1

2
)⟩ = (

0
1
) 

求概率𝑃±
𝑥和期望〈𝑆𝑥〉：假定对象是自旋态𝜒 = 𝐴(

𝑎
𝑏
)  𝜒𝑎 = 𝐴 ∙ 𝑎, 𝜒𝑏 = 𝐴 ∙ 𝑏 

𝑃±
𝑥 = |(𝜒±

𝑥)
∗
𝜒|; 〈𝑆𝑥〉 = 𝜒

∗𝑆𝑥𝜒 

𝑃±
𝑦 = |(𝜒±

𝑦)
∗
𝜒|; 〈𝑆𝑦〉 = 𝜒

∗𝑆𝑦𝜒 

𝑃𝑎,𝑏
𝑧 = |(𝜒𝑎,𝑏)

∗
𝜒𝑎,𝑏|; 〈𝑆𝑧〉 = 𝜒

∗𝑆𝑧𝜒 

另 有个重要的知识：〈𝑆𝑥
2〉 = 〈𝑆𝑦

2〉 = 〈𝑆𝑧
2〉 =

ℏ2

4
 



 

2. 赛曼效应和反常赛曼效应（了解概念）： 

赛曼效应：原子在强磁场中，光谱分裂成奇数条（轨道角动量与磁场相互作用） 

反常赛曼效应：原子在弱磁场中，光谱分裂成偶数条(总角动量（包含自旋-轨道耦

合）与磁场相互作用） 

 

 

八、全同粒子(个人认为不会 察计算) 

1. 费米子玻色子表达式不一样，看书或题就清楚了（ 察波函数写法，要代入形式） 

2. 泡利不相容（全同粒子解释）： 

对于全同费米子 （如电子、质子、中子等），两个粒子不能占据完全相同的量子态。 

 

九、微扰（99.99% 察非谐振子系统的能量和波函数一阶修正） 

1. 公式先记忆（主要用于0.01%情况下 察谐振子系统的情况，高效获得必要分数）： 

{
 
 

 
 𝐸𝑘 = 𝐸𝑘

(0) +𝐻𝑘𝑘
′ + ∑

|𝐻𝑚𝑘
′ |2

𝐸𝑘
(0)
− 𝐸𝑚

(0)

𝑚≠𝑘

𝜓𝑘 = 𝜓𝑘
(0) + ∑

|𝐻𝑚𝑘
′ |2

𝐸𝑘
(0) − 𝐸𝑚

(0)

𝑚≠𝑘

𝜓𝑚
(0)

 

由于能量的一阶修正是𝐻𝑘𝑘
′  （或者经常写作𝐻𝑛𝑛

′ ），相当于求期望，所以计算很简单。 

但是注意波函数的一阶修正是𝜓𝑘
(1)
= ∑

|𝐻𝑚𝑘
′ |

2

𝐸𝑘
(0)
−𝐸𝑚

(0)𝑚≠𝑘 𝜓𝑚
(0)
，会比较棘手。 

困难题直接默写然后跳过即可（获得1分 :） 

 

2. 非谐振子系统的一阶修正（重点）： 

𝐻𝑛𝑛
′ = ⟨𝑛|𝐻′|𝑛⟩ （强建议记记忆），其中𝐻′为微扰算符，一般题目会直接给出，或者

隐式给出，例如给出哈密顿算符𝐻 = −
ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2
+
1

2
𝑚𝑤2𝑥2 + 𝜀𝑥4，其中𝐻′ = 𝜀𝑥4为微

扰算符，所以题目就是要求⟨𝑛|𝐻′|𝑛⟩。 

技巧（99.99%会 察）：要要掌握𝑎, 𝑎†在𝑥表示形式下，作用在|𝑛⟩上的性质。 

依然用上述例子来作为示范：𝐻′ = 𝜀𝑥4，我们所求 

𝐻𝑛𝑛
′ = ⟨𝑛|𝜀𝑥4|𝑛⟩ = 𝜀𝐶4 ⟨𝑛|(𝑎 + 𝑎†)

4
|𝑛⟩  其中𝐶 是我们在“四”中的常用常数定义。 

接着开形四次项，运用[𝑎, 𝑎†] = 1多次化化，构成以(𝑎†𝑎)为主元的多项式，再利用 

𝑁 = 𝑎†𝑎将⟨𝑛|(𝑎†𝑎)
𝑘
|𝑛⟩ = ⟨𝑛|𝑁𝑘|𝑛⟩ = 𝑁𝑘，得到𝐻𝑛𝑛

′ (𝑛)一阶修正式。 

 

接下来给出一个99.99%会 察的原题： 

𝐻′ = −𝑞𝜀𝑥，求能量和波函数的一阶修正。 

首先求能量的一阶修正，𝐻𝑛𝑛
′ = ⟨𝑛|−𝑞𝜀𝑥|𝑛⟩ = −𝑞𝜀𝐶⟨𝑛|𝑎 + 𝑎†|𝑛⟩，不能再使用上述

例题的方式了（但有0.01% 的可能会 察例题的方式），于是我们回忆到最基础的

𝑎, 𝑎†作用在|𝑛⟩上的性质，会立即得到𝐻𝑛𝑛
′ = 0，其实从−𝑞𝜀⟨𝑛|𝑥|𝑛⟩，就可以直观看

出来⟨𝑛|𝑥|𝑛⟩ = 0。 

 



接下来要要处理棘手的波函数的一阶修正， 

首先我们计算其中一积分：𝐻𝑚𝑛
′ = ⟨𝑚|𝐻′|𝑛⟩ 

因为涉及到矩阵表达，所以我们直接只例举上述𝐻′ = −𝑞𝜀𝑥这个例子（99.99% 察） 

𝐻𝑚𝑛
′ = −𝑞𝜀𝐶⟨𝑚|𝑎 + 𝑎†|𝑛⟩ = −𝑞𝜀𝐶(⟨𝑚|√𝑛|𝑛 − 1⟩ + ⟨𝑚|√𝑛 + 1|𝑛 + 1⟩)

= −𝑞𝜀𝐶(√𝑛𝛿𝑚,𝑛−1 +√𝑛 + 1𝛿𝑚,𝑛+1)
 

接下来可以写出一个无限维关于𝑋的三对角矩阵，当然其实不必要，可以写成这样

就行了。 

然后我们处理分母积分：𝐸𝑛
(0)
− 𝐸𝑚

(0)
= ℏ𝑤(𝑛 −𝑚) 

但是我们知道𝐻𝑚𝑛
′ 是一个三对角矩阵（并且主对角线上元素为0），也就是说 

𝑚 = 𝑛 − 1和𝑚 = 𝑛 + 1，这时𝐸𝑛
(0)
− 𝐸𝑛−1

(0)
= ℏ𝑤 𝐸𝑛

(0)
− 𝐸𝑛+1

(0)
= −ℏ𝑤，直接代入得到 

𝜓𝑛
(1)
= −

𝑞𝜀

ℏ𝑤
√

ℏ

2𝑚𝑤
[√𝑛𝜓𝑛−1 −√𝑛 + 1𝜓𝑛+1] 

 

 

 

十、补充一些超高概率会 察的内容（含积分隐藏习题★） 

1. 德布罗意物质波和德布罗意关系： 

物质波：指出所有具有动量的粒子（不仅仅是光子）都具有波动性，可以用波来描

述其运动。这种波动性称为物质波 

德布罗意关系： 

𝜆 =
ℎ

𝑝
 

记忆ℎ ≃ 6.626 × 10−34 ℐ ∙ 𝓈 

 

2. 验证厄米算符对应不同本征值时波函数的正交性： 

𝐴𝑛(𝜓𝑚 , 𝜓𝑛) = (𝜓𝑚 , 𝐴𝑛𝜓𝑛) = (𝜓𝑚 , 𝐴𝜓𝑛) = (𝐴𝜓𝑚 , 𝜓𝑛) = (𝐴𝑚𝜓𝑚 ,𝜓𝑛) = 𝐴𝑚(𝜓𝑚 ,𝜓𝑛) 

𝐴𝑛(𝜓𝑚 ,𝜓𝑛) = 𝐴𝑚(𝜓𝑚 , 𝜓𝑛) 

(𝐴𝑛 − 𝐴𝑚)(𝜓𝑚 ,𝜓𝑛) = 0 

由于𝐴𝑚 ≠ 𝐴𝑛 所以(𝜓𝑚 , 𝜓𝑛) = 0。 

 

3. 已知𝐹 = (𝑥 − 𝑝)10,求[𝑥, 𝐹], [𝑝, 𝐹]： 

[𝑥, (𝑥 − 𝑝)𝑛] = 𝑋𝑛 

𝑋𝑛 = (𝑥 − 𝑝)
𝑛−1[𝑥, 𝑥 − 𝑝] + [𝑥, (𝑥 − 𝑝)𝑛−1](𝑥 − 𝑝) 

= −𝑖ℏ(𝑥 − 𝑝)𝑛−1 + 𝑋𝑛−1(𝑥 − 𝑝)           

           = −𝑖ℏ(𝑥 − 𝑝)𝑛−1 ± 𝑖ℏ(𝑥 − 𝑝)𝑛−2(𝑥 − 𝑝) + 𝑋𝑛−2(𝑥 − 𝑝)
2 

= −2𝑖ℏ(𝑥 − 𝑝)𝑛−1 + 𝑋𝑛−2(𝑥 − 𝑝)
2         

= −(𝑛 − 1)𝑖ℏ(𝑥 − 𝑝)𝑛−1 + 𝑋1(𝑥 − 𝑝)
𝑛−1 

𝑋1 = [𝑥, 𝑥 − 𝑝] = −𝑖ℏ 

𝑋𝑛 = −𝑛𝑖ℏ(𝑥 − 𝑝)
𝑛−1 =

𝜕(𝑥 − 𝑝)𝑛

∂𝑝
=
𝜕𝐹(𝑥 − 𝑝)𝑛−10

∂𝑝
 

[𝑥, 𝐹] = 𝑋10 =
𝜕𝐹

∂𝑝
 



同理，令： 

[𝑝, (𝑥 − 𝑝)𝑛] = 𝑃𝑛 

𝑃𝑛 = −𝑛𝑖ℏ(𝑥 − 𝑝)
𝑛−1 = −

𝜕𝐹(𝑥 − 𝑝)𝑛−10

∂𝑥
 

[𝑝, 𝐹] = 𝑃10 = −
𝜕𝐹

∂𝑥
 

 

4. 球谐函数𝑌𝑙
𝑚中的𝑙和𝑚的物理意义及取值范围： 

𝑙和𝑚表示量子数，𝑙表示轨道角动量的量子数，𝑙 = 0, 1, 2,…，对应𝑠, 𝑝, 𝑑,…轨道。描

述角动量的大小和轨道形状。 

𝑚表示𝑍方向角动量分量的量子数，𝑚 = −𝑙,−𝑙 + 1,… , 0,… , 𝑙 − 1, 𝑙，通常称作磁量

子数。决定波函数方向性和磁性。 

 

5. 自旋耦合和能级精细结构： 

指粒子的自旋角动量和轨道角动量的耦合。由于带电粒子（如电子）在原子核运动

过程中受到核电荷产生的电场作用。由于相对论效应，电子运动视作磁场，而磁场

与电子自旋磁矩相互作用，导致自旋轨道耦合（SOC）。 

自旋轨道耦合导致的能级分裂称为能级的精细结构。 

 

 

 


